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1. Relaties, functies, afbeeldingen, bijecties

Voor niet-ledige verzamelingen A en B noemen weeeldleelverzameling van de
productverzameling A x B een relatian A naar B.

We noemen dom R #x| (x, y) O R} het domein van de relatie R en bid Ky} (x, y) O R} het

beeld van de relatie R.

Keert men de volgorde van de koppels van een eabati, dan ontstaat een relatie van B naar A,
de zgn. inverse relatie.

Een functievan A naar B is een relatie van A naar B waarlkijedement van A hoogstens 1
beeld heeft.

Een functie van A naar B noemt men een afbeeldargA in B als dom f = A.

Een afbeelding van A in B noemt men een bijecda A op B als de inverse relatie eveneens
een afbeelding is.

2. Uitgebreide verzameling der reéle getallenr

De verzameling der reéle getallen IR, aangevuld deetlementen « en +o00 , noemt men de
uitgebreide verzameling der reéle getallen

Notatie: IR = IR U {- o, + oo}

« De totale ordevordt als volgt uitgebreid:

OXOIR:—0o< X<+ 0
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» De bewerkingen worden als volgt uitgebreid:
1) OXx OIR: X+ (=) ==00 =(=00) +X

x+(+oo):+oo: (+oo)+x

Ox O IR} X.(+%) = +00 = (+). X
X (~o9) =00 = (-0). X

Ox O IR, X.(+0) = =00 = (+00). X
X.(—OO) =+o00 = (—00).X

(+00) + (+00) = +00
2) {(—oo) + (—oo) = -0

{(—w).<+oo) = 0= (o). (-<0)
(reo). (+e0) = 0= (-en) (o)

‘/" +00 = +00

Y/~ = - als n oneven is.
1 1

+o00 —0o

Dus de volgende uitdrukkingen hebben geen betekainsONBEPAALDHEDEN:

(+0) +(-9); (=00) # (+00); 0o} +00.0; 00} —00.0; ——; —=; —; =
+00 -0 400 -0

Analyse

66



3. Continuriteit van een functie in IR

3.1. Voorbeelden

Stel f: IR - IR ena O domr f dan zegt men:

Y
Ia X

fis continuin a

fla) f---®
bl__-b

R

f is discontinu in a
f is niet linkscontinu in a
f is niet rechtscontinu in a

Y A

b -

f(a)

e

((C)] — .
}

bl

s

fis discontinu in a
f is niet linkscontinu in a
f is niet rechtscontinu in a

Y A
@ - ./
o
a

b

-

f is discontinu in a
f is rechtscontiimua

fis discontinu in a
fis linkscontinu in a
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3.2.& = 8 - definitie

Beschouw een functie IR - IR en onderstel dad [0 dom f dan zegt men:

fis continu in

g
Oe>0,00>0: | x-a|<d=|f(x)-f@)|<¢

Verder geldt:

f is rechtscontinu in & Je>0,C 3> 0:x O [a,a+ o[ = |f(x)-f(a)|<e
f is linkscontinu in a~ Oe>0,Cd>0:x0]a-d,a]=|fx)-f@@)|<e

4. limiet van een functie in IR
4.1. Voorbeelden

"via het begrip limiet, discontinuiteiten opheffen"

stela O adr dorr f.
als f continu is in a dalim , f(x) = f(a)

als f discontinu is in a dan )
- f(x)=f(x) xza
1) beschouw een functie mety .
f(@=b
(f = een uitbreiding van f in)a
2) als f continu is_ ina
danlim,f(x)=f(a)=b “limiet"

als f rechtscon_tinu isina
danlim_. f(x)=f(a)=b “rechterlimiet"

als f Iinkscontipu isina
danlim -f(x)=f(@=b “linkerlimiet"
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_// o |
/f(a) ........ ' b '

f is continu in a fis discontinu in a
f is niet linkscontinu in a
f is niet rechtscontinu in a

lim, f(x)=f(a) lim, f(x)=b
Y A -o_/ Y A
] f()} - -
f(a) -~ :
bl._b /ﬁ——?
1 | §
a X a X
fis discontinu in a fis discontinu in a
fis niet linkscontinu in a f is rechtscontiimua
f_is niet rechtscon_tinu ina _ _
lim . f(x)=c # lim_f(x)=b lim . f(x)=f(a) # lim_f(x)=b
= lim,f(x) bestaat niet. = lim,f(x) bestaat niet.

Y A
b ----9—/
e
Ia x

fis discontinu in a

f_is linkscontinu in_ a
lim . f(x)=b # lim _f(x)="f(a)

= lim, f(x) bestaat niet.
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4.2.¢ - & - definitie

4.2.1. limiet, rechterlimiet, linkerlimiet

Als f: IR =~ IR daniis:

lim f(x)=b

X -a

g

Oe>0,00>0: 0<|x-al|<d=|f(x)-b|<¢

Verder geldt:

lim f(x)=b - 0e>0,LJ>0:x0]a,at3[=|f(x)-b|<e

X - a
>

lim f(x)=b - 0e>0,L>0:x0]a-d,a[=|f(x)-b|<e

X 2 a
4.2.2. Oneigenlijke limieten

Het argument neemt onbeperkt toe of af:

lim f(x)=b - 0e>0,Lm>0:x>m=|f(x)-b|<e¢

X — t+oo

lim f(x)=b - 0e>0,Lm>0:x<-m=|f(x)-b|<e

X —» —o0

Oneindige limieten

lim f(x)=+0w - ON>0,CJ>0:0<|x-a|<d=f(x)>n

X —-a

lim f(x)=-o =« On>0,L5>0:0<|x-al]<d=f(x)<-n

X —-a

lim f(x)=-0 <« On>0,L m>0:x>m= f(x)<-n

X — +o
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4.3. Algemene stellingen

Ilmf(x) b
1. Als im g(x) = b :Ilm(f+g)(x) b+b

X-a

2.Als lim f(x)=b= I|m r.f(x)=r. I|m f(x)-r b

limf(x)=b |
3. Als Iign:g ()= b,J% = lim £(x).g(x) = lim f (x).lim g(x) = b. b
limf(x)=b | ) lim f(x) b

M2 im o) =5 7 M) Tim )

5. Als Xlirpan (x) :‘/xli[naf (x)

6. Als lim [f(x)] " = [Li[naf(X)Jn

7. Als lim Yf(x) = nf lim f (x)
X -a X > a

8. Als lim k =k

X -a
(deze stellingen zijn geldig op voorwaarde datrbehterlid zin heeft)

4.4. Onbepaaldheden

Onbepaalde vormg—

- rationale functiev((x)) als lim V(x) = lim W(x) =0, dan betekent dit dat V(x) en W(x)
X X -a X ->a
beide deelbaar zijn door (x - a), M(x) = (x—a).Q,(x), W(x) =(x—a).Q,(x)
V) i &)

Er geldt: lim
x ~aW(x) anQz(X)
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Voorbeeld

2 _ + +
X -4 _ lim (x=2) (x 2) imx2

=-4
x-2x%_5x+6 XHz(x 2)(x-3) *-2x-3

- irrationale breuk: teller en/of noemer rationaken.

Voorbeeld
 Jdx+1-2 (Jx+1 2)(Wx+1+2)
lim ———
x-3 x-3 X (x-3) (x+1+2)
— lim (x+1-4)
X3 (x - 3)(Jx+1+2)
=lim ——— =1

X~3Jx+1+2 4

Onbepaalde vorn:S
(00

- rationale functie

a X" +a, X" . +ax+a . ax
lim =) = lim
x-2bxP+b, x4+ . +bx+by x-<bxP

= o alsn>p (teken varo nader te bepali)

=—Lalsn=p
bp
=0alsn<p

- irrationale breuk: zet in teller en noemer dedstonogelijke macht van x voorop.

VX% =xals x>0

=-xals x<0

let op:
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Voorbeeld

X 3X X 3X

[

| X 1+—52 +2j

| lim X =1
:>%x_.+oo SX

| ¥ - 1+_52 +2j

| i X 1

m =-
= = 3

Onbepaalde vormw -

irrationale functie: vermenigvuldig met en deel dde toegevoegde irrationale vorm.

Voorbeeld

lim (J Ax*+3x -1+ 2x)

X — o0

a. lim (N4x° +3x-1+ 2x): +o0

X - + 00

(\/4x2 T 3x—1+ 2x)(\/4x2 T+ 3x-1- 2x)

b. lim J4x2+3x—1+2x): lim

X oo X V4x2 +3x-1-2x

X[3—}\
. 3x-1 . x/ 3
= |lim = lim =—=

o JAx2 + 3% —1 — e
x--o4x2+3x-1-2X X x[— /4+§_i _ZJ 4
x X
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4.5. Opgaven

o xP-1
1. lim 6
X -43x =12
2
. -7x+12
X -3 x°—4x+3
X2
3. lim 3
x=-1x"-1
- oxt-at
4. [im r—
X -ag®—x
349%2 —y—
5. lim XF2X X2

x-1  x%+x-2

. X3 —3x+2
Clim 3 >
X-12x°=2X"+X—=2

[o2]

2x4—=2x3 -16X +24x

7. lim
x--3  x*+x®-6x
o 2x4-2x3-16Xx° +24x
8. lim T
x -0 X~ +X° —6X
m _ ,m
9. lim
x-a x—3g
m _ ,m
10. lim 2—2
X_»axn_an
+ —_—
11, fjm ¥X*+272
Xx=2 x=2
12. lim —M(
-X§3 Jx-3
X
13. Im ——————
X =0x +1-+1-X

©)

(- 10)

(-4)

s
:
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

X2 -4x-5-Yx2-25
lim
X =5 X—-5

IimJex—3—44x+1

Iimx—24x+3+3
x-1 JIx+3-2

im J x+Vl+2x X2

X =2 x? = 2x

im J -1
X”31/X -1

x—2 |

x"f"ztm T —ax

Bepaal a z6 dat:
Vx? +8ax-Vx2+8a2 _ a

x-a  x%+2ax—3a° 12

Hm[ 2 - BJJ
2 x?=-3x+2 x°-

: [ X +8 6 }
lim -
x=2 x?+x -6 X*-x-2

2x+X_+1
lim X+3
x_>—31+ X
x2+4x+3
im N2x+3-Yx%+1
Xoote X=2

lmq%%ﬁ+2x—4ﬁ—4
X~ Ix+1+x

. Y1-8%
lim

X-oo x+1

(a=+2)

(F)

-1

(1;3)

(-2)
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

lim (3x— N +4)
lim (Vx2 + 3% +1—x)

lim (x+1— 4x2+x+1)

X — o

lim ¥x (Vx+1-vx)

X —» +too

lim (\/x2+2x+4+\/9x2—1—4x)

X —» —o

lim >

(Zx3 -x*-8x+4
X = X" =4

X% +5x —1]

lim x(\/x2+5x+8—\/x2+5x—4)

X — o

(£0)

(1)
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5. Afgeleiden

5.1. Afgeleide van een functie in een purik,, y,)

Y
y =f(x)
f(xg D X
Dy
_—
f(xy)
Xo Xg D X X
Beschouw:
f(Xo +AXx)—f(x
jm &Y = i Lo+ 8X)71 (o)
Ax - 0A X Ax -0 A X
Als deze limiet bestaat, wordt hij de afgelegmoemd van de functie xy,.
ie:f ()= lim &Y
Notatie: f (xo)—AlerOAX.

Meetkundige betekenis:

Beschouw de kromme met vergelijking y = f(x),
a(xo. f(xo))en b(xy+Ax, f(xo+AX)) ziin 2 naburige punten van de kromme.Dan is de

Yp~Ya _ f(Xo*t8%)-F(x) _Ay
Xp—=X, (X +Ax)-X,  AX

richtingscoéfficiént van de koorde af,,, = =tga

Laat men de rechte ab wentelen om a zodat hettpanbeperkt tot a nadert, dan gaat de rechte

ab over in de raaklijn in a (aan de kromme).

lim 2y - lim tga =tg B8, m.aw.f (x,) is de richtingscoéfficiént van de raaklijn in het
AX - OAX a- B

b-a

punt (x,, f (x,)) aan de kromme y = f(x).
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Voorbeeld.
2
y=x"-3x+4
(Xo +AX) =3(Xo +AX)+ 4-x2 +3x, — 4

AX
= lim 2Xg+AX—-3)=2%,—
M 20+ 33 =263

)= im,

Zois voorx, = 1; f' (1) =- 1. Bijgevolg is b = 135°.

5.2. Linker- en rechterafgeleide

Men noemt lim ﬂ, resp. lim ﬂ, de rechter-, resp. linkerafgeleide van f(x) int he
Ax > OA X AX - OA X

beschouwde punt, op voorwaarde dat de limiet bestaa

Het kan gebeuren dat linker- en rechterafgeleideen punt verschillend zijn. Meetkundig

betekent dit dat de kromme een hoekpunt (knik)fthe®dat de kromme in dat punt 2

verschillende raaklijnen heeft. De functie is déet afleidbaar in dat beschouwde punt.

Voorbeeld
1 . . . .
y = sz—l is continu voor elke waarde van x, maar de reafgeteide voor x = 2, is
Iimzf' (x)=1
X —
verschillend van de linkerafgeleide in dat punt, nl
lim f' (x)=-1
X - 2
Besluit:

f continu inx =x, & f afleidbaain x = X,.

Maar men bewijst dat,

f afleidbaar inx =x, = f contintin x = X,
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5.3. Verticale raaklijn
Voorbeeld.

De functiey =X is continu voor elke waarde van x.
We berekenen de afgeleide voor x =0
. f(0 +Ax) f(0) _ . ¥ax _ = i
AX -0 _Ax 0 AX AX 03’AX
De functie is dus niet afleidbaar voor x = 0. Mgregkt van een_oneigenlijke afgeleide
Meetkundig betekent dit dat tg a =ot zodat a = 90°. De raaklijn valt dus samen met-ds.

5.4. Regels voor de berekening van de afgeleide tiies

1. afgeleide van een constante

y=k=y=0
2. afgeleide van het argument
y=x=y-=1

3. afgeleide van een som van functies
y=Uu+v+w = y'=u+Vv +w
4. afgeleide van een product van functies
y=uv=y=u.v+u.v
5. afgeleide van een quotiént van functies
u ,u.v—uv
y=-—=y=">
% %
6. afgeleide van een macht
y=u"=y=nd"u
7. afgeleide van de samengestelde van 2 functies
D, [(g°f) (x)] =D, 9(2) . D, f(x)
8. afgeleide van goniometrische functies
y =Sin X = y' = cos X
y =COs X =Yy =-sin X

y=tgx=y-=

cos X

y=colgx=y =—>
sin® x
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5.5. Opgaven

1.y =x3-x?-x+1 (y':3><2—2x—1)
1, 3, 3, 3)
2.y=—-X+=Xx"-4 ==X +X
YT APy
3 y:(x2—4x+3)2 (y':2(x2—4x+3)(2x—4))
3 2 "
4.y =x3(x+6)2(x+3) (' =3% (x+ 6) (2° +13x+18))
( )
5.y =25 | ym 25X 75 |
ey )
-5+ 3x-=X — —=y2
2 k 5+ 3% 2X}
oo 23 (y,_-4x2+14x—6\
X2 =2x+2 L (x2—2x+2)2
_x2-5x+7 . X2-4x+3
7.y = y'= >
X—2 (x-2)
X (X +2) ( =2 % + x+1))
8.y= 2 Ly: 2 2 J
x -1 (x —)
3 X
3 [ x2(x?-3)
10.y = E
y 2_1 Ly (XZ—]_)ZJ
11.y =va* -x° (y': x|
az_xzj
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12.y :x+m
13.y = +3x2

14. y=42x>+5x-5
15.y =4x-1-Yx*-x-2
16.y = (2x-1) V4—»2

17.y =(x+1)® Yx* - 4x+3

18.y =¥5x2 - 4x+1

19. y= (5x2 -6x+ 4)4‘/ (x2 + 2)3

20,y = YX*°
X
2 _
21.y:2X 3x+1
x2-x+1
22.y=¢5
(1+2x)

=

( . 3x2+6x j
2 x3+3x2

B 6x%+5 J
2v2x3 +5x -5

2x-1 J
2\/x—x 2

L — _x(2x-1))
y'=2v4-x —mj

_ (x+D)(3x* —9x+ 4)}
Y T - ax+3

2(5x-2) \

) 3‘/(5x —4x+1)2)

35 —30% + 52X~ 24J
2Vx% +2

. X+10 J
2x% Jx+5

(4 -6X+9x-5 j
Ly_Z(xz—x+1)\/x2—x+1

1+2x)’

7\
<
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= [6C00=2) (y.: 2% +10x-11 J
(x=3) (x—4) L ‘/(x—l)(x—z)(x—3)3(x—4)3

SRV G A it , —3x4—2x2+36J
a 4x> y 4x3 Jx2 -9
25 (2x-1)*Vx3 -2 ( - (2x-) (14x3—2x2+4x—22)\|
Ly = =
(x+2)° L (x+2)* i/ (x3 - 2)2 )
26.y =4 sin’ x (y'=4sin 2x)
27.y =c0os 2X =5 cos X —2 (y'=-2sin 2x+5sin x)
X ( XX
28.y =cos’ = '= —sin=.cos~
Y 2 N 22
sin X + cos X , -2
29.y = — """ (y=.—zj
sin x-cos X (sin x- cos )
30.y =x —sin x (y'=1-cos ¥
31.y =sin2x —2sin x (y'=2 cos 2x-2 cos X
—sin X
32.y =4Jcos x '=
Y (y 2/cos
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33.y =y cos 4x (y':;f:—;\/%ij

34.y =4 cos 3x + 3sin 4x (y'=-12sin3x+12 cos 43
35.y = COs X + Se(2x (y' =-sin x+2tg 2x sec 2)
Cos 2X (. —2sinxsin2x —cosxcost)
36.y= ‘=
Y sinx Y sin’x
37.y= SinXx. cos x (y'— 3cos x +2 sirf x
7 J3cogx-2sirf x L (308 x —2sin” x)y3 cos x -2 sin’ x

6. Onbepaalde integraal

6.1. Primitieve functies

Definitie

Een primitieve functie F(x) van de functie f(x)akke functie met de eigenschap F'(x) = f(x).

Eigenschap 1

Is F(x) een primitieve functie van f(x), dan is obk) + k, kIR, een primitieve functie van

f(x).
Eigenschap 2

Als F,(x) en F,(x) primitieve functies zijn van f(x) dan verschillér(x) en F,(x) slechts door
een constante term.

Besluit

Is F(x) een primitieve functie van f(x), dan wordalte primitieve functies van f(x) gevonden
door bij F(x) een willekeurig reéel getal op tdesl
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6.2. Onbepaalde integraal

De onbepaalde integraal van een functie f(x) isefzameling van alle primitieve functies van

f(x).

Notatie:
[£6<) dx={F(x) +k| F () = f(x) en kOIR}

kortweg noteert men
If(x) dx=F(x) +k

6.3. Eigenschappen

1. [ kf(x)dx=k[f(x) dx
2. J.(f(x)+ g(x))dx:jf(x)dx+jg(x)dx

6.4. Fundamentele integralen

n+l

n o X
.[x dx-n+1

+k, alsnz -1

_fsin X dx=—cos x+ k

Icos x dx=sin x+ k

J

=tgx+Kk
cos X g

J. _d); =-cotgx+k
sin® x

6.5. Substitutiemethode

De substitutiemethode is gebaseerd op de formule:

If(g(x))g' (x) dx:Jf(t) dtmetd )=t
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6.6. Opgaven

Bereken de onbepaalde integraal met integrandkgip:

135 Sk
2.4 (245 +k)
\7 )
3. x Yx (Zx2&+k)
5
4.4 (5 3 4k
22
5.i (§W+k\
Ix \2 )
1 (1)
6 NG \ 8X8+k)
7 E (1—2X16’;+k\\
Ik \13 )
8.2x +7 (%+7x+K)
9. sin x + cos x (- cos x +sin x + k)
7 (7 \
10. —1 k
2 cog x \519%FK)
1 (1 )
11.1_COSZX L 2cotgx+k)
5x? —8x+3 (5 8 3
12, 20—~ - -
x° U o2 3y 4x4+
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1-cos x

13. of x tanx — sinx+k
14. \/1+cos 2X (i J2 sin x+ k)
5 (X +3)6
15. (x +3) (_6 +kJ
16 (1. )
. COS 2X Kzsm 2x+kj
17. cos x EX +:11 sin 2x+ k}
18. sin’ x (éx—:ll sin 2x+ k}
19. (x - 5)' (()‘;5)5 ; kj
' 5
20.x+6 E(x+6)\/x+6+k)
4
21'JXT5 (84x—5+ k)
22.sin 3x (——;cos 3x+ k)
23, (2x-7)° ((le—_z7)G+ kj
24. 3x+4 (g (3x+4)V3x+4 +k)
1 1
25. o2 4x (Ztan4x+k)
1 (Lsf—v . )
27.(x -2)Yx -2 (?ZS(X—Z)ZJX—2+k}
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28. (x +3)v2x+6 E (x +3)° J2x+6 +k)

29. sin® x [— COS X+ coS’X + k)
30. co€ x [sin X— Sir’ x + k\
3 )
31.sin 2x . cos X (——2 co§x+k\
\ 3 )
32. cos* x (—3x+E sin 2x+—15in 4x+ k)
8 4 32
33.sin*x K—Bx 1 sin 2x+ L sin 4x+ k)
8 4 32
34, —1 (tan> +k)
1+cos x 2
35. x ¥x+3 (?Zs(xz +x—6)\/x+3+k)
36.x*x-1 (2 (x—l)(15x2+12x+8)\/x—1+k\
\105 )
3 (3 3 )
37.(x +3)Vx +2 K2—8(X +2)(4x+15)4x+2+k)
38, —X*2 (2 (3x+20) BT+ K]
J3x-1 \ 97 )
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6.7. Parti€le integratie

Vermits
udv = d(uv) - (du)v

'fudv:uv—'fvdu.

Deze formule ligt aan de basis van de partiélegnatee.

6.8. Opgaven

Bereken de onbepaalde integralen met integrangk geln:

1. x%.cosx

2. X.CosX

3. x¥sinx

4. cos? x

5. co< X

6. X.Sin X. co< X

7. X.CO< X

(x2 Sin X+ 2X cos x— 2 sin x+ k)

(xsin x+ cos x+ k)
(—x3 cos x+ 3x%sin x + 6xcos x— 6 sinx + k)

(11 \

— X +—=sinx. +
\zx 2smx COS X k)

)

@co§ x. sinx+ 2 sin x+ k
\3 3 )

)

—lx.0052x+ 1sin 2x+ k
\ 4 3 )

(1 )

\— x? +1xsin2x+—10052x+ k}
4" 4 8
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7. Bepaalde integraal

7.1. Grondstelling

Is [ f(x)dx = F(x) +k, dan isff(x)dx = F(b) - F(a) = F(x)| .
Merk op de bepaalde integraaal is een getal

7.2. Integratiemethoden

7.2.1. Substitutiemethode

Voorbeeld.

%
| = '[sin 2x dx
0

- eerste methode: eerst de onbepaalde integrazdssni

J.sin 2X dx:—;jsin 2x d(2% = —%0052x+k

zodatl = —%[coszﬁg5 = —%(—1—1) =1

- tweede methode: aanpassen van de integratiegrebiehet doorvoeren van de
substitutie

%
| = '[sin 2x dx
0

stel 2x = t dan is 2dx =dt

[X:O ist=0

en voor T .
X :E ISt=T11

m

. : fo1 1 1
bijgevolg is: | = jsm t=dt= ——2 cost| = ——2 (cosmt-cos0 =1
0 0
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7.2.2. Partiéle integratie

b b
Iudv:uvlz—JVdu
a a

Voorbeeld.

2
I:Ix\lx—ldx
1

Uu=x - du=dx

dv=dx—1dx = v=[{x-D d(x—l):é\/(x—l)s

2

N e

i(z—o)——i% (x-1y

22
——I (x -1)° dx
1 31
2

_4A_4
, 3 15

16
1-0)= =
(1-0)=72
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7.3. Opgaven

3
1.'|'xdx
1
2
2. '[ (3x2 - 2x+ 4) dx
)

3. fsinx dx

o

5. _[co§xdx
6._|l.\/1—x2 dx
0

-1
7.'|'x4x+5dx

-5

2
X
8. d
:';VXZ +5 §

Q. jcosz X sin® x dx
0

7,
10. J cosx sifix dx
0

(4)

(32)

(2)
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